Chapitre 18: Introduction aux espaces

vectoriels

rSavoir Faire:

@ Montrer qu'un vecteur s'écrit comme combinaison
linéaire d'autres vecteurs.

@ Montrer qu'un ensemble est un sous-espace vectoriel.

@ Trouver une famille libre, génératrice ou une base d'un
sous espace vectoriel

@ Exprimer et simplifier un espace vectoriel sous la forme
d'un Vect.




| - Rappels sur les vecteurs

1) Vecteur du plan
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Définition : Vecteur
Un vecteur est défini par :
@ une longueur
@ une direction

@ un sens
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| - Rappels sur les vecteurs

1) Vecteur du plan

Définition : Vecteur
Un vecteur est défini par :
@ une longueur
@ une direction

@ un sens

Propriété -

On peut également définir un vecteur du plan a I'aide de deux

. — x
coordonnées 1 = y
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2) Vecteur et dimension

Droite des réels R (Dimension 1)

U= (x)
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2) Vecteur et dimension

Droite des réels R (Dimension 1)

. -2 -1 0 1 2
Vecteur et dimension U=\

(3.4)

Plan réel R? (Dimension 2) Ve

o x |/ ]
u= y o] 1
! 3unités x

Espace R? (Dimension 3)

-
u =

n e Ry

“® Que dire des vecteurs dans des espaces de dimension supé-
rieures ?
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@ Quels calculs peut-on faire avec des vecteurs ?

Addition de 2 vecteurs

<l

u

@ @ + ¥ est un vecteur

@ U+ U=+ u (commutativité)

o U+ (T4 W)= (d+v)+u
(associativité)

o @40 =0+ = (élément neutre)




3) Calculs avec des vecteurs

@ Quels calculs peut-on faire avec des vecteurs ?

Addition de 2 vecteurs

<l

u

@ U + ¥ est un vecteur

@ U+ U=+ u (commutativité)

o U+ (V+w)=(u+7v)+d

(associativité)

o i+ 0=0+1 = (élément neutre)
Multiplication par un réel A

@ \.u est un vecteur

@ AU+ ¥) = M + AU (distributivité)

o (N4 )i =Ad+ pi

@ \(ut) = (A xp)d




Il - Espaces vectoriels M, ;(R)
1) Définition

“® Loiinternes et lois externes ?

Définition : Loi de composition interne et externe

Soit E un ensemble non vide :
@ On dit que la loi + est une loi de composition interne sur £
Si :
Ve,ye E, z+yeckE
@ On dit que la loi - est une loi de composition externe sur
si :

Vee E,VAeER Az € FE

# Donnez des exemples de lois interne ou externe




Définition : Espace vectoriel

On appelle espace vectoriel sur R ou R-espace vectoriel tout
ensemble non vide E, muni d'une loi de composition interne notée
+ et d'une loi de composition externe notée - qui vérifient toutes
les propriétés suivantes : V(x,vy,2) € B3, V(\, u) € R?

Q@ ozty=y+z (Commutativité de la loi +)

o (z4+y)tz=z+ (y+=2) (Associativité de la loi +)

o J0g € EtelqueVx € B, x+0g=0g+x =2

o Vx € E, il existe y € F, appelé opposé de z que z + y = Og
Q lz==x

A(z+y)=A-x+ Xy (distributivité)
At+p)z=Xz+p -z
A(pz)=QAxp) -z

& Remarque : Les éléments x, v, 2 de E sont appelés des vec-
teurs et les réels A\, u sont appelés des scalaires

0 Remarque : On n'utilisera jamais cette définition pour mon-
trer qu’un espace est un espace vectoriel

“® Démontrer que I'espace M,, 1(R) est un espace vectoriel
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@ Définition d’une combinaison linéaire
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@ Définition d’une combinaison linéaire

Définition : Combinaison linéaire

Soit p € N* et (U1, Uy, ..., U,) une famille (ou p-uplets) de
vecteurs de M, 1(R). On dit qu'un vecteur X € M,, 1(R) est
combinaison linéaire de cette famille s'il existe p réels

p
ALy A, oo Ap tels que X = \Us.
=1

# Exercice 1




2) Combinaisons linéaires de M,, 1 (R)

@ Définition d’une combinaison linéaire

Définition : Combinaison linéaire

Soit p € N* et (U1, Uy, ..., U,) une famille (ou p-uplets) de
vecteurs de M, 1(R). On dit qu'un vecteur X € M,, 1(R) est
combinaison linéaire de cette famille s'il existe p réels

p
ALy A, oo Ap tels que X = \Us.

i=1

# Exercice 1

Définition : Famille libre
Soit p € N*. On dit qu'une famille (U1, Us, ..., U,) de vecteurs de
M, 1(R) est libre si

D
S ANUi=0 = Vie[l,p], =0

=1

#  Exercice 2
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Définition : Combinaison linéaire
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Définition : Famille libre
Soit p € N*. On dit qu'une famille (U1, Us, ..., U,) de vecteurs de
M, 1(R) est libre si

D
S ANUi=0 = Vie[l,p], =0

=1

#  Exercice 2



Définition : Famille génératrice

Soit p € N*. On dit qu'une famille (Uy, Uy, ...,U,) de vecteurs de
M., 1(R) est génératrice si on peut écrire tout vecteur X de
M, 1(R) comme combinaison linéaire de (Uy,Us, ..., U,).
Autrement dit

p
VX € Mp1(R), IAr,..., 0 ER, X =D N
=1

#  Exercice 3
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Définition : Base
On dit qu'une famille (U1, Us, ..., U,) de vecteurs de M,, 1 (R) est

une base si tout vecteur X de M,, 1(R) est une unique
combinaison linéaire de (U1, Us, ..., U,). Autrement dit

b
VX € Mpa(R), Mg, 0 ER,X =D AU

=1




3) Bases de M,,1(R)

Définition : Base

On dit qu'une famille (U1, Uy, ..., U,,) de vecteurs de M, 1(R) est
une base si tout vecteur X de M,, 1(R) est une unique
combinaison linéaire de (U1, Us, ..., U,). Autrement dit

b
VX € Mpa(R), Mg, 0 ER,X =D AU

=1

Propriété - Base

Une famille (Un, Us, ..., U,,) de vecteurs de M,, 1(R) est une base
si et seulement si c’est une famille libre et génératrice.

| A\

#  Exercice 4




Propriété - Base canonique

1 0 0
0 1 0

Lafamilleey = | .|, ea=| .|, ..., en=| . | est une base de
0 0 1

M., 1(R) appelée la base canonique.




Propriété - Base canonique

1 0 0
0 1 0

Lafamilleey = | .|, ea=| .|, ..., en=| . | est une base de
0 0 1

M., 1(R) appelée la base canonique.

& Remarque : Base canonique signifie que c’est la base la plus
évidente.

#  Exercice 5
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1) Sous espace vectoriel

Définition : Sous espace vectoriel de M, 1 (R)

On appelle sous-espace vectoriel de M,, ;(R) tout ensemble F
C M, 1(R) tel que :

e £
o V(X,Y) € F2LYACR, AX +Y € F
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1) Sous espace vectoriel

Définition : Sous espace vectoriel de M, 1 (R)

On appelle sous-espace vectoriel de M,, ;(R) tout ensemble F
C M, 1(R) tel que :

e £
o V(X,Y) € F2LYACR, AX +Y € F

& Remarque : Pour montrer le premier point, on vérifie trés
souvent que le vecteur 0 appartient a F'.
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1) Sous espace vectoriel

Définition : Sous espace vectoriel de M, 1 (R)

On appelle sous-espace vectoriel de M,, ;(R) tout ensemble F
C M, 1(R) tel que :

e £
o V(X,Y) € F2LYACR, AX +Y € F

& Remarque : Pour montrer le premier point, on vérifie trés
souvent que le vecteur 0 appartient a F'.

©» Remarque : Un sous espace vectoriel est un espace vectoriel
et c'est donc cette méthode que I'on utilise pour montrer qu’on

a un espace vectoriel

#  Exercice 6




Propriété -

Soit F' un sous espace vectoriel de M,, 1(R). Alors 0 € F.

&0 Remarque : La contraposée de cette proposition est trés utile
pour montrer qu'un ensemble n'est pas un sev.

#  Exercice 7




2) Sous espace vectoriel engendré

Propriété - sous espace vectoriel engendré

Soit p € N et (Uy,Us, ..., Up) une famille de p vecteurs de

M, 1(R). L'ensemble de toutes les combinaisons linéaires de la
famille de vecteurs (Uy, Us, ..., U,) forme un sous-espace vectoriel
de Mn,l(]R).

Cet ensemble est appelé sous-espace vectoriel engendré par
(U1,Us,...,Up) et est noté Vect(Uy, Us, ..., Up).

#  Exercice 8



2) Sous espace vectoriel engendré

Propriété - sous espace vectoriel engendré

Soit p € N et (Uy,Us, ..., Up) une famille de p vecteurs de

M, 1(R). L'ensemble de toutes les combinaisons linéaires de la
famille de vecteurs (Uy, Us, ..., U,) forme un sous-espace vectoriel
de Mn,l(]R).

Cet ensemble est appelé sous-espace vectoriel engendré par
(U1,Us,...,Up) et est noté Vect(Uy, Us, ..., Up).

#  Exercice 8

® Remarque : Si F = Vect(Uy,...,U,) alors (Uy,...,U,) est
une famille génératrice de F.

#  Exercice 9
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