ECE1 Feuille d’exercice n°3 2020-2021

& Questions de cours

Exercice 1 (Démonstration par récurrence)
Montrer par récurrence les propositions suivantes.

(a) Pour tout n entier, 2™ > n + 1.

) 1
(b) Soit (un)nen~ la suite réelle telle que uy = 3 et : Vn € N* u,11 = 2u,, — —. Démontrer que : Vn € N*, u,, < 2.
n

Exercice 2 (Majoration, minoration)
, . P Unp ..
Démontrer que la suite u définie par ug =1 et uy11 = on est positive.

Exercice 3 (Monotonie des suites définies explicitement)
Déterminer la monotonie de la suite u définie pour tout entier n > 2 par :

un=n2—4n—|—1.

Exercice 4 (Méthode des soustractions)
Déterminer la monotonie des suites u définie pour tout entier n par

a) up=2etu =up, — (n+1). — -

(a) uo n+1 n— ( ) (b) uo*let“"+1*u”+n2+1'
Exercice 5 (Méthode des divisions)

Déterminer la monotonie des suites u définie pour tout entier n par :

IU“!L

(b) Ug = 1et Unp+1 = 27

571
(&) un = 557

Exercice 6 (Monotonie démontrée par récurrence)
Déterminer la monotonie de la suite u définie pour tout entier n par :

U =1 et Upy1 =vVup+1
Exercice 7 (suite géométrique)
Montrer par récurrence que pour tout n € N;
1— n+1
l+g+¢+. ¢ = —1—
I—gq
Uug = 2

Exercice 8 (Suites arithmético-géométrique) {

Déterminer la formule explicite de la suite (u,)nen définie par VneN, unir=2un+3

Exercice 9 (Suites récurrentes linéaires d’ordre 2)
Déterminer le terme général des suites suivantes en fonction de n :

(a) up=-1,u1 =2, Vne€Nupio=2upt1 — Up.
(b) u1 =3, us =17, Vn € N* up19 = 3upy1 + du,.

¢ Démontrer par récurrence

Exercice 10
Soit (un)nen+ la suite définie par ug = 0 et Vn € N, w, 11 = 3u,, + 2. Démontrer que Vn € N, u,, = 3" — 1.

Exercice 11 (*) 1
La suite v définie par vg = 0 et v, +1 = 4v,, + 1 est définie explicitement par : Vn € N, v, = 5(4" —1).

Exercice 12 (**)
Calculer les premiers termes de la suite (uy,),en définie par

() = 3
Upr1 = /1+4u2

puis conjecturer une formule explicite et la démontrer par récurrence.
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Exercice 13 (**)
Montrer par récurrence la propriété suivante :
Soit u une suite arithmétique de raison r et de premier terme ug, alors Vn € N,

(n+1)(uo + un)
2

Ug +up + ... +u, =

Exercice 14 (*¥**)
Démontrer, en raisonnant par récurrence :
Pour tout entier n, 10® — (—1)" est un multiple de 11.

gf Déterminer la monotonie

Exercice 15
Dans chacun des cas suivants, étudier la monotonie de la suite (u,,) définie par :

1 gn
(a) Vn e N* u, = — (¢) Yn € N*, u, = T
(d) uo=1,etVn €N, upy1 = up — u2
(b) ¥n € N*, u,, = In(n). (e) up=1,Yn €N, upt1 = up + €¥.

Exercice 16 (*)

On considere la suite définie par ug > 0 et up11 = upy + —.
n

(a) Montrer que ¥ n > 0, u,, existe et u, > 0.

(b) En déduire la monotonie de u

Exercice 17 (**)
On considére la suite u définie par uy € R et pour tout entier n, u,+1 = exp(u,) — 1 et la fonction f définie par Vo €
R, f(x) =¢* — 1.
(a) Montrer que I’équation f(z) = z a une unique solution qui est 0. Déterminer le signe de f(z) — x. Préciser le sens de
variations de f.
On suppose ici que ug = 1.
Montrer que Vn € N, 1 < u,, < upyg.
) Montrer que si z > 1 alors f(z) > (e — 1)x.
(d) En déduire que Vn € N,u,, > (e — 1)™.

—_
o T
~

¢ Déterminer si la suite est majorée ou minorée

Exercice 18
Soit u la suite telle que ug = 3 et : Vn € N, u,41 > 2u,. Montrer par récurrence que : Vn € N, u,, > 3 x 2".

Exercice 19 (*)

U
Soit (un)nen la suite réelle telle que ug =1 et Vn € Ny uy,qq = n

14wy,

(a) Montrer que pour tout n € N, u,, existe et u,, > 0.
(b) Calculer uq, ug, us et uy, puis conjecturer une formule générale donnant u,, en fonction de n.

(¢) Prouver la conjecture de la question précédente.

Exercice 20 (**)
Dans cet exercice on considére des suites monotones (uy,)nen de premier terme ug.

(a) Sila suite (uy) est croissante alors elle est minorée par ug.

(b) Si la suite (u,) est décroissante alors elle est majorée par ug.
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¢ Déterminer la formulation explicite des suites classiques.

Exercice 21
Déterminer les formules explicites des suites suivantes :

(a) (un)nen la suite définie par ug = 2 et ¥n € N, up41 = buy, + 4.
(b) (vn)nen la suite définie par vg =1, v1 =2 et Yn € N, v,,49 = 20,11 — Uy

(¢) (wp)nen la suite définie par wg = 1, w1 =0 et Vn € N, wy19 + Swyy1 + 4w, = 0.

Exercice 22 (*)
La suite (u,) est définie par

1
U = -
0 4
BUn_ vpeN
U = —
i 2y — 1
1 1 P
Pour tout n € N, on pose v,, = — — ok On admet que les termes u,, et v, sont définis pour tout n € N.

n

(a) Montrer que (v,) est une suite géométrique.

(b) Pour tout n € N, exprimer v,, puis u, en fonction de n.

Exercice 23 (*)
Soit (un)nen la suite définie par

Uug = 0
Upt1 = 2u,+3"% VneN

Pour étudier cette suite, on introduit la suite auxiliaire v, = 3—: pour tout n > 0. Montrer que (vn)neN est une suite

arithmético-géométrique. En déduire la valeur de u,, en fonction de n.

Exercice 24 (**)

On considére les deux suites (z,,) et (y,) définies par : 29 = 2; yo = —1 et les relations suivantes :
Vn € N, Tpi1 = —2xpn + Yn
Vn € Na Yn+1 = 21'77. - Syn

(a) Déterminer deux réels a et b tels que :
VneN, z,49=ax,4+1 +bx,

(b) En déduire une expression de x,, et y, en fonction de n.

Exercice 25 (**)
On définit (an)nen et (bn)nen par ag = 0 et by = 12, puis pour n € N :

2an + bn an + Sbn
Apt+1 = T et bn+1 = T

(a) On consideére la suite (u,) définie pour n € N, par u, = b, — an.
(i) Montrer que la suite (u,) est une suite géométrique de raison D et de premier terme a préciser.

(ii) En déduire Iexpression de u,, en fonction de 'entier naturel n.
(b) On consideére la suite (v,,) définie, pour tout entier naturel n, par v, = 4b, + 3a,.
(i) Montrer que la suite (v,) est constante.
(ii) Préciser quelle est la valeur constante de v,,.
(¢) A laide des questions 1(b) et 2(b), calculer les expressions de a,, et b, pour tout entier naturel n.

(d) Calculer S,, =bg+ by + ...+ b, en fonction de n.

Exercice 26 (***)
La suite de Fibonacci est une suite tres célebre. Elle est définie par ug =1, u3 = 1 et pour tout n entier uy o = Upt1 + Up.
Déterminez sa formule explicite.
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