ECE1 Feuille d’exercice 19 2020-2021
& Questions de cours
Exercice 1 (Comparaison d’intégrales)
Montrer que pour tout n € N,
1
" 1
0< dx < .
—A 2+ 1= 2+ 1)
Exercice 2 (Inégalité de la moyenne)
On admet que la fonction f : z — pr e est décroissante sur [0; +-oo[. Pour tout entier naturel n, on pose I,, = f:“ f(z)dx.
e’ +e

Prouver que pour tout entier naturel n, f(n +1) < I, < f(n), puis en déduire que la suite (I,,) est convergente.

Exercice 3 (Inégalité) pp—
On consideére la suite u,, = / dx
1 x+1
(a) Tracer le tableau de variations de f,(x) = ew::; sur [1,2].

(b) En déduire que u, < %-.

(¢) Montrer que la suite (un)nen est convergente et déterminer sa limite.

Exercice 4 (Intégration par partie)
Calculer les intégrales suivantes :

(a) /O 1 tetdt (b) /1 ) tIn(t)dt

Exercice 5 (Changement de variable)
2

: ¢
Calculer l'intégrale / a(ln(u))Qdu par le changement de variable z = In(u).

Exercice 6 (Changement de variable)
Calculer les intégrales suivantes par changement de variables

1 L .
In(1+
(a) /0 t\/li — t2dt en posant u = 1 — t2. (b) /O M

1+et

Exercice 7 (Somme de Riemann)

n—1

‘Calculer la limite de S,, = LS exp (&)
k=0

7 Etudier une suite définie par une intégrale

Exercice 8 1 k+1 4
(a) Montrer que pour tout entier naturel non nul k, Pl < / —dt <
k

(b) Calculer l'intégrale. Comment avait-on déja obtenu cette inégalité ?

Exercice 9

1 n
X
On considere la suite u définie pour tout n € N par u,, = / T dx
0 T

(a) Prouver que Vz € [0,1],0 < {5 < ™.

(b) En déduire que lim wu, = 0.
n—+o0o

Exercice 10 (*)
Etudier la monotonie des suites de terme général suivant :

1 " 2
(a) an z/ 22e"’ dz. (b) b, z/ e~ dt.
0 0
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Exercice 11 (**)
Soit f la fonction définie sur Uintervalle [0; +oo[ par f(x) = In(1 + ze~*). On note f’ la fonction dérivée de la fonction f sur
Pintervalle [0; +o00[. On note € la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthogonal.

(a) Dresser le tableau de variations de la fonction f sur I'intervalle [0; 4-o0].

(b) Soit A un nombre réel strictement positif. On pose A(\) = fOA f(z)dz. On se propose de majorer A(\) a laide de deux
méthodes différentes.

(i) Justifier que, pour tout nombre réel A strictement positif, A(A) < Af(1).

A
(ii) Calculer a l'aide d’une intégration par parties / xe” “dx en fonction de A.
0

(iii) On admet que pour tout nombre réel positif u; In(1 + ) < w. Démontrer alors que, pour tout nombre réel A
strictement positif, on a A(\) < —Xe ™ —e 4 1.

¢ Calculer une intégrale a l'aide d’une intégration par parties

Exercice 12 _

e 2
Calculer les intégrales suivantes : / In(t)dt et / t2eStdt.
1 0

Exercice 13 (*) L=
On pose, Vn € N, I, = / 7'etdt.
0 mn.

(a) Calculer I et I.
(b) Montrer que : Vn € N, 0 < [, < 3'. En déduire lim I,.
n! n—-+oo

1

(¢c) Montrer que : Vn € N, I,,41 = I, — m .

n

1 . o~ L
(d) Montrer que : Vn € N, I, = e — kz_;) R En déduire la valeur de ngr}rloo ];) o

¢ Calculer une intégrale a l'aide d’un changement de variable.

Exercice 14
Calculer les intégrales suivantes par changement de variables

e Yot
(a)/e Wdt en posant = Int (b)/o %+ 1

Exercice 15 (**)
L’objectif est de calculer les intégrales suivantes :

t

1 1 2 1 1
1 t
I= dt J:/ dt K:/ V2 + 2dt L:/ dt
/0 t2+2 0o Vt2+2 0 0 12+ 2

Justifier 'existence de ces intégrales, et calculer L.

(a
(b) Montrer que J + 21 = K. (En 3 lignes et sans calculs)

d) Montrer & l'aide du changement de variable = ¢ + /12 + 2 que I = In(1 + v/3) — In(v/2).

)

)
(c) Montrer par intégration par parties que K = /3 —.J
(d)
(e) Déduire des questions précédentes les valeurs de J et K.

g’ Reconnaitre une somme de Riemann et calculer sa limite.

Exercice 16 (* - **)
Montrer que les suites suivantes sont convergentes, et trouver leur limite.

n—1 \/E n—1 1 n—1 n
B S v o= e 0w (T (1+4)

k=0
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