ECE1 Feuille d’exercice 15 2020-2021

& Questions de cours

Exercice 1
Dans les trois cas suivants :

B BT Bl

k=0 k=0

(a) Exprimez a,, b, et ¢, en fonction de n (calculez les sommes)

(b) Donnez les limites des suites a,,, b, et c,.

Exercice 2
Etudier la convergence des séries de terme général n et e™".

Exercice 3 n 1
On note S,, = — et v, = S, + —. Montrer que les suites (Sy)nen et (vy,) sont adjacentes. En déduire que la série de
n

k2
k=1

1
terme générale —; est convergente.
n

Exercice 4 1\"
(a) Etudier la convergence de la série réelle de terme général <10> .

1

(b) (i) Montrer que Vk € N*|In(k + 1) — In(k) < s

(ii) En déduire la limite de S, = > % et la nature de la série harmonique %
k=1

Exercice 5
La série de terme général u,, = QL + In (

("Zl)>, (n > 1) converge-t-elle 7 Si oui calculer sa somme.

Exercice 6 1

1 1
* _— == = —
(a) Montrer que Vk € N*| R kRt

1

(b) En déduire alors que la série 274_1)

n>1

converge vers 1.

—+oo

(¢) Peut-on dire quez Zf—z

7 Pourquoi ? Conclure.

Exercice 7 (série géométrique)

La série Y 77 X (2"T1 + 1) converge-t-elle ? Si oui que vaut sa somme ?

Exercice 8 (série géométrique "dérivée")
Justifier que les séries suivantes convergent et calculer leurs sommes

(@) Yo" © Y n2*

n>1 3n+1
2 n>1
+1
n_2 n(n —1)2"
(b) X n(n—1) (%) (@ > =
n>1 n>1
Exercice 9 (Série exponentielle) (3)n qn-2
Etudier la nature et déterminer la somme éventuelle des séries Z , '
! n!
n>0 n=>0

Exercice 10
Soit u la suite définie par ug €]0; 1[ et pour tout n, U,y = Uy — u2.

(a) Démontrer que pour tout n, 0 < u,, < 1. Montrer alors que la suite u converge, et déterminer sa limite.

(b) Montrer que la série Y u? converge et calculer sa somme.
n=0
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Exercice 11 (Somme partielle majorée) "
Soit une suite (un)nen & termes positifs vérifiant Vn € N, w41 < ?"

1 n
(a) Vérifier par récurrence que VYn > 0,u, < ug (3) .
(b) En déduire que la série de terme général (u,) est convergente.

Exercice 12 (Théoréme de comparaison) 1

(a) Montrer que la série de terme général u,, = est convergente.

n?(n? +1)

(b) Montrer que : Vz > 1, In(z) < z. En déduire que la série de terme général v,, = est divergente.

b
In(n)

Exercice 13 (Convergence absolue) _1)n
Montrer que la série de terme général w,, =

est convergente.
n2

7 Etude de convergence en passant par les sommes partielles

Exercice 14 (*)
Justifier la convergence des séries suivantes et calculer leur somme (pour k € N fixé et € R) :

1 3" 1+ 2"
() o= - © =Y o (&) e= Y

n>1 n=0 n=>0
(b) b= E z (d) d= E 3 (f) f= § : (x)
n!’ 22n+1" n!’

nz1 n=1 n>k

Exercice 15 (*)
Considérons la suite :

(a) Ecrire (u,) sous la forme a,11 — a, pour tout n > N. En déduire que la série de terme général w,, converge et donner
sa valeur.

(b) Reprendre la question précédente avec

()

¢ Séries géomélriques ou exponentielles

Exercice 16 (Convergences de séries)
Justifier la convergence des séries suivantes et calculer leur somme (pour k € N fixé et € R) :

() o=y "0 w b=y U (©) =Y n(-1)"a" 2,

n>1 n>1 n22
Exercice 17 (*)
(a) Soit p €]0,1[ et ¢ =1 — p. Montrer que les séries suivantes convergent et que :
+oo “+oo “+o0
_ _ 1 _ q+1
Sopg"t =1 Y npg" T == Y nPpgtt =
n=1 n=1 p n=1 p
oit A € R. Montrer que les séries suivantes convergent et que :
b) Soit A € R. Mont les séri ivant t et
too - 190 ym,—A oo 2ym A
Ae ni"e n°A\"e
R R e WD DL PR}
n=0 n=0 n=0
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¢ Comparaison de séries

Exercice 18 (Série divergente)

Soit u la suite définie pour tout n > 2 par
n

n2—1

Montrer pour tout pour n > 2, u, > %.Montrer alors que g u, diverge.
n=2

Up =

Exercice 19

- L Jp b
Quelle est la nature de la série de terme général définie pour tout n € N, n > 3, u,, = Ton
Exercice 20 (*)
(a) Démontrer les inégalités suivantes
i) Ve e R, e” >z, ii) Ve e R, z > In(x
+
(b) En déduire la nature des séries suivantes :
. p? 1
i) e, (ii) :
n>0 ,%22 In(n)
Exercice 21 (*) nq
(a) Calculer pour tout n € N, / ———dx
o xln(x)
L de 1
b) Mont Yk > 2 .
(b) Montrer que vk > 2, /k zlnz = kink
n
c¢) En déduire une minoration de ——. Déterminer la nature de cette serie.
En dédui . ion d — D¢ iner 1 d -
n
k=2
Exercice 22 (**)
Pour tout n, on note
n
(=1*
Sn=> T
k=1
_ n
Montrer que les suites (Say,) et (S2,+1) sont adjacentes. En déduire que la série Y converge.

n

Exercice 23 (***)

On suppose que la série de terme général u,, est convergente. On pose pour tout entier naturel n : S,

“+oo
R, = > wui Montrer que R,, tend vers 0 lorsque n tend vers +oc.
k=n-+1
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