ECE1 Feuille d’exercice 13

2019-2020

& Questions de cours

Exercice 1 (Limites de suites)
Etudier les limites des suites définies par

(a) Vn > 1,u, =1 (b) VnZO,vn:Z—i%

Exercice 2 (Nature des suites)
Etudier la nature des suites définies par :

(¢) wy=nln(1+ 1)

(a) Vn e N, u, = (—-1)" (¢) VneN w,=-2n+3

vg = —H (d) Yn>2,t, =2

" lnn

(b)

1
Upt1 = ivmVn eN

Exercice 3 (Limite et inégalités)
On considere la suite définie par uy =1 et up11 = uy + €.
(a) Montrer par récurrence que Vn € N*, u,, > n.

(b) En déduire la nature de la suite (uy)p-

Exercice 4 (Théoréme des gendarmes)
On considére une suite (uy,)nen vérifiant ug = 2 et la propriété

1
vneN, |upsr—1] < §|Un -1

1 n
(a) Montrer par récurrence que Vn € N, |u,, — 1| < <2>

(b) En déduire que la suite (uy)nen est convergente et déterminer sa limite.

Exercice 5 (Suite monotone)

Soit u la suite définie par u,+1 = et ug = 1.

Thin
(a) Montrer que la suite (uy,), est bien définie et strictement positive.
(b) Montrer alors que la suite (uy,), est décroissante.

(¢) En déduire que la suite est convergente.

Exercice 6 (Autres suites usuelles)
Etudier la nature des suites définies par :

1}0:3

_ ug =0
wo =3 ’ 0 1 LU= -1
Wn+1 = 2wy, Upt1 = ZUp + 1

1

2 Un+2 = Un41 — 7 Un

Exercice 7 (Suites adjacentes)

Montrer que les suites u,, =1 — %, vy =14 # sont adjacentes.

Exercice 8 (Suites récurrentes)

4

Soit f(z) = 0,752% + 0,25 une fonction définie sur [0,1] et soit (uy), la suite définie par ug = 0 et u, 1 = f(un)-

(a
(b
(c
(d

Tracer le tableau de variations complet de f.
En déduire par récurrence que ¥n € N, u,, € [0,1/3].

Montrer par récurrence que la suite (u,), est croissante.

L D T

En déduire que (uy), converge. Déterminer sa limite £.

Convergence de suite

M Leboucher



ECE1 Feuille d’exercice 13 2019-2020

¢ Calculer la limite d’une suite explicite

Exercice 9
Déterminer les limites des suites suivantes.

(a) ap, =vVn2+1—n. () b :n3fn2+2n

Exercice 10 (*)
Déterminer la limite des suites suivantes :

Uug = 2 Vo = 2
(a) 1 (b) 1

Un+1 = 7 Un Un+1 = gvn + 3

4 3

Exercice 11 (**)

On joue a pile ou face avec une piece truquée dont la probabilité d’obtenir Pile vaut p et celle de Face vaut 1 — p. On note
Py, resp(F}) 'événement : "on obtient pile (resp. Face) au kéme lancer". On lance indéfiniment la piéce et on note X le rang
ou apparait pour la premiere fois deux résultats pile consécutifs. Par exemple, si les premiers lancers donnent FPFFPFPP
alors X = 8.

Attention : les questions (a) a (c) ne sont pas a faire dans le cadre du TD
(a) Calculer en fonctionde p: P(X =1), P(X =2), P(X =3), P(X =4).
(b) Justifier que {Fy, Py N Fy, Py N Py} forme un systéme complet d’événements.
(¢) En déduire que Y/n > 1, P(X =n+2)= (1 —-p)P(X =n+1) +p(l — p)P(X =n).
(d) On suppose & présent que p = 2/3. Montrer que ¥n > 0

i

(e) Déterminer lim P(X =n). Ce résultat est-il cohérent ?
n—-+oo

Exercice 12 (**) 1
On considere la suite v définie par : Vn > 2,  up41 = uy <1 — 2> et ug =1
n
(a) Montrer que Vn € N, 0 < u, < 1 puis donner la monotonie de la suite w.
(b) En déduire que la suite u est convergente.

(¢) Montrer que Vn > 2, wu, = ﬁ et en déduire nEIEoo Uy,
¢ Calculer la limite par encadrement ou comparaison

Exercice 13 ()
On considére une suite (u,)nen vérifiant ug = 4 et la propriété

1
vn € N, |un+1 - 2| < §|un - 2|

1 n
(a) Montrer par récurrence que Vn € N, |u, — 2| < 2 x <3>

(b) En déduire que la suite (uy)nen est convergente et déterminer sa limite.

Exercice 14 (*) n

On considére la suite u, = Y. % On cherche & montrer que celle-ci diverge a l'infini. On suppose que 'on a démontré
k=1
précédemment le résultat suivant :

1 1
Ve > 1, Zln<1+>.
T T

(a) Montrer alors que Vn > 1,u, > In(n + 1).

(b) En déduire la nature de la suite (uy,)p-

Convergence de suite M Leboucher
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Exercice 15 (EDHEC 2008 - **)
Pour tout entier naturel n non nul, on définit la fonction f, par :

Ve €R, fn(z)= +n .

14 e
(a) (i) Déterminer, pour tout réel z, f/ (x) et f// (x).

(ii) En déduire que la fonction f,, est strictement croissante sur R
(b) Calculer IEIPOO fn (z) ainsi que mgrfoo fn ().

(¢) (i) Montrer que 'équation f, (x) = 0 posseéde une seule solution sur R, notée wu,,.
-1
(ii) Montrer que 'on a : Vn € N*, — < u, <0.
n

)
(iii) En déduire la limite de la suite (uy)
)

(iv) En revenant a la définition de u,, montrer que lim —2n X u, = 1.
n—+-+oo

¢ Calculer une limite en utilisant le théoreme du point fize
Exercice 16

Soit (un)nen la suite définie par ug = % et pour tout n € N, w11 = uy, — us.
(a) Déterminer la monotonie de la suite.

(b) Montrer que (uy,) est minorée par 0.

(¢) Etudier la convergence de (uy,).

Exercice 17 (*) 1
Soit (uy,) la suite définie par ug > 1 et pour tout n € N, upy1 = f(uy,) avec f 1z =z + P 1.
(a) Montrer que [1;4o00[ est stable par f. C’est-a-dire que pour tout = € [1;+00[, on a f(x) € [1;400[, ou de maniére
équivalente, f([1;4o0[) C [1;4o00].
(b) Montrer que pour tout x € [1;4o00[, f(z) — 2z <0.
(¢) En déduire la monotonie de (uy,), puis étudier sa convergence.

Exercice 18 (**)
Soit f définie par : f(x) = In(x) 4+ = pour tout = € R :
(a) Etudier les variations de f et déterminer le signe de f(z) — .
(b) Soit u la suite définie par ug > 1 et pour tout entier n, w11 = f(up).
(i) Montrer que pour tout entier n : u, > 1 et montrer que la suite est croissante.
(ii) Montrer qu’elle n’est pas majorée et déterminer sa limite.
On suppose a présent que ug = e.
(iii) Montrer que, pour tout entier n : u,y1 > u, + 1. En déduire que u, > n + e et retrouver la limite de la suite.
(¢) Soit v définie par vg €]0; 1] et pour tout entier n, v,+1 = f(v,). Montrer qu’il existe un entier n pour lequel v,, < 0 et
en déduire qu’elle n’est plus définie a partir du rang n + 1.

¢ Utiliser le théoreme des suites adjacentes

Exercice 19 (*) ny 1
(a) Montrer que les suites u et v définies par , Vn > 1, u, = Z s et v, = u, + — sont adjacentes.
n
k=1
(b) Que pouvez-vous en déduire sur les suites (un)n €t (Vn)n ?

Exercice 20 (**)
Soient ug > vg > 0, et :
Up + Un

5 el Upt1 = /UnpUp

Démontrer en une seule récurrence que u,, et v, existent et sont strictement positifs.

Vn € N,Un+1 =

(a)

(b) Démontrer que pour tout n € N, u,, > v,.
) Montrer que (u,,) est décroissante et que (v,,) est croissante.
)

Déduire des questions précédentes que les suites (u,) et (v,) sont bornées, puis qu’elles sont convergentes. On note
respectivement ces limites [ et [’.

(e) Montrer que [ =1'.
(f) En déduire que (u,) et (vy,) sont adjacentes.

Convergence de suite M Leboucher



