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A Faire en autonomie

Exercice 1

On désigne par n un entier naturel non nul et I’on se propose d’étudier les racines positives de 1’équation
e’ = x"que 'on note (E,). A cet effet on introduit la fonction f,définie par

falz) =1—2"e".
1. Etude des racines positives des équations (E;) et (E2)

(a) Etudier et représenter sur [0, +oo[ les fonctions f et fo
(b) Etudier I'existence de racines positives pour les équations (E;) et (Es). On rapelle que 2 < e < 3

(c) Ecrire un script scilab permettant de représenter les fonctions f; et fo sur [0; 5] avec un pas
h = 0.01.

2. Etude des racines positives de 1'équations (F3)

(a) Etudier et représenter sur [0,+oo[ la fonction f;. On donne les valeurs approchées : €? ~

7,4; €3 ~20,1; e* ~54,6; e’ ~ 148,4
En déduire que 'équation (E3) admet deux racines positives u et v telles que 1 < u < v , et
encadrer chacunes d’elles par deux entiers consécutifs.
(b) Soit la suite définie par la relation y,,+1 = 31n(y,) et la condition initiale yy,0u 3y est un nombre
réel strictement supérieur a u.
— Montrer que si u < yo < v, alors pour tout entier naturel n, u < y, < v.
— Montrer que si v < g, alors pour tout entier naturel n, v < y,.
— Etudier le signe de Ynt1 — Yn en fonction du signe de y,, — ¥, 1

En déduire selon la position de yq par raport a v, le sens de variation de la suite (y,) .
3. Etude des racines positives de I’équation (E,,) pour n > 3.
(a) Etudier sur [0, +o0o[ la fonction f,. En déduire que ’équation (E,) admet deux racines positives

u, et v, telles que 1 < u,, < v,.

(b) Déterminer pour n > 4, le signe de f,(u,_1). Déduire des variations de la fonction f,, le sens
de variation de la suite (u,) puis prouver la convergence de celle-ci.

(¢) Montrer que u, = exp(u,/n). En déduire que la limite de (u,) est 1.

(d) Déterminer, pour n > 4 le signe de f,_1 (v,). Déduire des variations de la fonction f,, le sens
de variation de la suite (v,,),..

(e) On pose pour tout réel x > 1 : g(x) = x — In(z). Montrer (a 'aide d'un théoreme dont on
rapellera 1’énnoncé) que g réalise une bijection de |1, 4o00] sur |1, +o0][.
Etablir que ¢ (v,/n) = In(n), montrer & I'aide de g~ (bijection réciproque de g) que v tend
vers +00,.
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Exercice 2

Soit a et b des réels avec 0 < a < b. Soit (U )nen €t (Vn)nen deux suites définies par uy = a, vy = b et,

pour tout n € N, 9 5

Un

et vy =

Up1 = .
Up, + Up Up, + Up

1. Soit n € N. Montrer que u,, et v,, existent bien et que u,, et v, sont deux réels strictement positifs.
2. Ecrire un script Scilab demandant & Putilisateur les variables n, a et b et affichant les valeurs de u,,
et v,.

u
3. Soit n € N, On pose z,, = — et Yy, = Uy, — Up.
Un

2ﬂ/
(a) Soit n € N. Montrer que z,, = (Z) .

(b) Montrer que la suite (y,),en est constante.
4. Etudier la monotonie de la suite (Un )nen- -

5. Soit x €]0,1[. On suppose ici que a = x et b = 1.

n

Soit n € N. On note P, = H (1 +x2k>.

k=0
(a) Soit k € [0,n]. Calculer %% en fonction de et z.
Uk+1
(b) En déduire une expression de P, en fonction de v,,1.

Probléme - Inspiré EDHEC

Un mobile se déplace sur les points a coordonnées entieres d’'un axe d’origine O. Au départ, le mobile
est a 'origine.

Le mobile se déplace selon la regle suivante : s’il est sur le point d’abscisse k£ a l'instant n, alors, a
I'instant (n 4 1) il sera sur le point d’abscisse (k + 1) avec la probabilité p (0 < p < 1) ou sur le point
d’abscisse 0 avec la probabilité 1 — p.

Pour tout n de N, on note X,, 'abscisse de ce point a I'instant n et ’'on a donc Xy = 0.

On admet que, pour tout n de N X, est définie sur un espace probabilisé (2, A, P).

Par ailleurs, on note T linstant auquel le mobile se trouve pour la premiére fois a 'origine (sans
compter son positionnement au départ).

Par exemple, si les abscisses successives du mobile apres son départ sont 0, 0, 1, 2, 0, 0, 1, alors on a
T = 1. Si les abscisses successives sont : 1, 2, 3, 0, 0, 1, alors on a T' = 4.

On admet que T est une variable aléatoire définie sur (€2, A, P)

1. (a) Pour tout k£ de N*, exprimer I’événement (7' = k) en fonction d’événements mettant en jeu
certaines des variables X;.

Donner la loi de X, son espérance et sa variance.
En déduire P (T' = k) pour tout k de N*.
Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, X, () = [0, n]
Pour tout n de N*, utiliser le systeme complet d’événements (X,,_; = k)ogk <n_1 bour montrer
que: P(X,=0)=1-p
3. (a) Etablir que : Vn €N, Vk € {1,2,..n+1}, P(Xpy1 = k) =pP (X, =k — 1)
(b) En déduire que : Vn € N*, Vk € {0,1,2...,n — 1}, P(X,, = k) =p" (1 —p).
En déduire également la valeur de P (X,, = n). Donner une explication probabiliste de ce dernier
résultat.
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(c) Vérifier que > P (X, =k) = 1.
k=0

4. Dans cette question et dans cette question seulement, on prend p = 3

Compléter le programme suivant pour qu’il simule 'expérience aléatoire étudiée et affiche la valeur
prise par X,, pour une valeur de n entrée par 1'utilisateur.

n = input("Entrez un entier n")
X=0
p=1/3
for k= ...........

u = rand()

3 then

X = X+1
else
X=.....

end
end
disp(X)

n—1 n n—1
5. (a) Montrer que : Vn > 2, Y kpf ' = (n=Lp" = ng) 1
k=1 (1-p)
(b) En déduire que £ (X) = M
6. (a) Montrer, en utilisant la question 3a), que : Yn € N, F (Xzﬂ) =p(E(X2)+2F(X,)+1).
n+1
(b) Pour tout entier naturel n, on pose u, = E (Xg) +(2n —1) f .
p(1+p)

Montrer que ;11 = pu, + 1
—-Pp
(c) En déduire 'expression de u,, puis celle de E (X?) en fonction de p et n.

(d) Montrer enfin que : V (X,,) = alr (1—2n+1)p"(1—p)—p**th
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