ECE1 Devoir maison n°10 2019-2020

A rendre pour le 25 Mars 2020

Exercice 1 - Obligatoire pour les groupes 8 a 11

On considere la fonction f définie sur [0; +-o00[ par :

1 siz=0
f@=1 .
(£ 1) si z € ]0; 4o00]

ainsi que la suite (uy, ),y définie par :
u=¢e et YneN, u, 1= fluy,)

1. Déterminer le signe de f sur Uintervalle [0; +oo[. En déduire que, pour tout entier naturel n, u,
existe.
Ecrire un programme Scilab qui, pour une valeur N fournie par lutilisateur, calcule et affiche uy.
Montrer que f est continue sur [0; +o0l.
Etablir que f est de classe C* sur ]0; +o0l.
Etablir que :

AR

Veze—1, f(x)<z et (z+1)ln(x+1)>(x+1)
En déduire que :
Veze—1, fl(z)>0
6. Démontrer que :
VvneN, e—1<u,

7. Etablir que la suite (un)nen converge et préciser la valeur de sa limite L.

Exercice 2 - Obligatoire pour les groupes 7 a 11

On note (uy)nen+ la suite définie pour tout entier n strictement positif par :

1 ajn—l
Uy, = dx
0o 1+

Calculer le premier terme u; de la suite.
Montrer que (u,)nen+ est une suite de réels positifs.

Montrer que (u,)nen+ €st une suite décroissante.

Montrer que I'on a, pour tout entier n strictement positif : w1 + u, =

SANEE R
S|

En déduire une fonction Scilab qui prend un entier n strictement positif et qui renvoie u,,, le n-ieme
terme de la suite (u,)nens-

6. Etablir, pour tout entier n supérieur ou égal & 2, la double inégalité :

l<2un<
n “n-—1

En déduire la limite de la suite (uy,)nens-

7. A Paide de I'inégalité précédente, déterminer lim nu,.
n—-+0o
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Exercice 3 - Obligatoire pour les groupes 1 a 6
On consideére, pour tout entier naturel n, 'application ¢, définie sur R par :
Ve eR, ¢,(2)=(1—2)"e*

ainsi que l'intégrale :
1
I, = / on (z) dx
0

On se propose de démontrer 'existence de trois réels, a, b, ¢ tels que :

b ¢ .
In:a+ﬁ+$+ﬁs(n) avec nl_lglooe(n):()

Calculer I et I;.

Etudier la monotonie de la suite (1,,),,x-

Déterminer le signe de I,, pour tout entier naturel n

Qu’en déduit-on pour la suite (I,,),, o 7

Majorer la fonction g : x — e72® sur [0, 1]

o Ot W

En déduire que :
1

n—+1

VneN, 0<I,<

7. Déterminer la limite de la suite (I,,), oy lorsque n tend vers I'infini.

8. A l'aide d’une intégration par parties, montrer que :
VneN, 20, =1—(n+1)1,

9. En déduire la limite de la suite (n I,,), .y lorsque n tend vers l'infini.

10. Déterminer la limite de la suite (n (n I, — 1)), _y lorsque n tend vers U'infini.

neN
11. Donner alors les valeurs de a, b, c.

Exercice 4 - Obligatoire pour les groupes 3 a 11

z ot
Soit f la fonction définie sur R® par f(z) = %dt.
1

On ne cherchera pas a calculer U'intégrale qui définit f(z).

1. (a) Montrer que f est de classe C' sur R* et donner, pour tout x > 0, I'expression de f'(z).
(b) Déterminer f(1).

2. (a) Montrer que pour tout z € [1,4+o00|, f(z) > eln(x).
(b) En déduire xgglw f(z).

3. On admet que pour tout z €]0, 1], f(z) < e”In(z). Déterminer lim f(z).

z—07F

4. Dresser le tableau de variation de f.
t

Un e
5. (a) Montrer que pour tout n € N, il existe un unique réel u, tel que / —dt =n.
1
(b) En utilisant les variations de f, montrer que la suite (uy,),>0 est croissante.

(c) Déterminer lim w,,.
n—-+0oo

Intégration. 2 M Leboucher
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Exercice 5 - Obligatoire pour les groupes 1 a 7

z dt
On considere la fonction définie par F(x) = / :
o 1+1¢2

1. (a) Déterminer I'ensemble de définition de F', et préciser son signe.
(b) Etudier la parité de F. (Penser & un changement de variable)

c) Justifier que F est C' sur R, puis donner son sens de variation.
! <

14+~ (1+t)%

(b) En déduire que la fonction F' admet une limite L en 400 et que L < 2.

)
()

2. (a) En justifiant que V¢ € R,
)

Tt
3. Montrer que Vx > 0, F(x) > / ——— et en déduire que L > 1.
o (1+1¢)?

1
4. Montrer que l'équation F(z) = 5 admet une et une seule solution sur [0, +o0].

1
5. On pose G(z) = F(z) + F (x)
(a) Justifier que G est dérivable sur R* et calculer G'.
(b) En déduire que Vz € R, G(z) = 2F(1).

(c¢) En faisant tendre x vers +o0o0 dans G, montrer que L = 2F(1).

Exercice 6 - Obligatoire pour les groupes 1 et 2

Soit & un réel strictement positif.
On pose pour tout entier naturel n :

no(=1)k 1 1

Sy, = = —
() ,;k:—l—x—i-l rz+1 x+2+

On se propose d’étudier la limite S(z) de S,(x) lorsque n — +o0.
Pour tout entier naturel n on pose :

P

1+1

fo(t) = si0<t<1, f,(0)=0

et I,(x) = Ji f,(t)d.
1. Montrer que pour tout entier naturel p, I'intégrale I,(x) existe.

2. Montrer que pour tout ¢ de [0,1] :

tn—i—l

(D (-1

1
1+t = 1+t
3. Déduire de ce qui précede que 'on a :

1 tn+x+1

dt

1 ¢
_ N — _1 n+1
fy T = Snle) + Rala) ot Ralo) = (1™ [ 5

4. Démontrer que pour tout entier n :

1tn+x+1 1
os/ dt <
o 1+t n+2

Intégration. 3

montrer que Vo > 0, F(z) < 2.
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5. Conclure que 'on a :

S(x):/l i dt

o 1+t

6. Etude du cas z = 1/2.

1 dx T
dv = —
0o 1+ a2 4

En utilisant le changement de variable u = t'/2calculer S(1/2). On admettra que

7. En déduire que l'on a :
. "o(=DF o7
1 =—.
nﬂloo,; 2k+1 4

Intégration. 4 M Leboucher



