ECE1 Correction Calculs E3 2020-2021

Correction Calculs du 22/03 au 28/03

Exercice 217 (Inéquations)
On cherche a factoriser le polynome x® + 2% — 2. On remarque que 1 est une racine évidente de ce
polynéme. On a donc la factorisation (en utilisant par exemple la division euclidienne)

P+t -2=0= (z-1)(2*+22+2)=0

On détermine alors les racines du polynome x2+2x+2 en calculant son discriminant A = 4—4x2 =
—4 < 0 Ainsi
VeeR, 2°+2r+2>0

Donc le signe de 23 4+ 22 — 2 est le méme que x — 1. L’ensemble des solutions de 'inéquation
23 + 22 —2 > 0 est donc

S =|1; +o0].

Pour cette inéquation, on va procéder de maniere directe :

T4 <= e <4
<= 2z < In(4)

1
=< 5ln(4)

1. [Donc § = } —00; ;ln(él) {

Exercice 218 (Récurrence)
Soit x € R tel que x + — € Z. On va montrer par récurrence les propositions
x

1
Pn:{x”—i—EZ}.
'CL:TL

1
e Initialisation : On a x + — € Z donc P; est vraie.
e Hérédité : On suppose que les propositions P,,_; et P, sont vraies pour un certain rang n > 1.

On a

1 n 1 n+1 n—1 1 1
<x+)<x +):az +ax T+ + —
T xrn xnfl :Cn+1

n+1 1 1 n 1 n—1 1
X + TH =+ — x4+ v X + n_1
X T X T

1 1

Or <x+> € 7, (x”—l—) € Zet (:U”_1+
x xm

entier reste un nombre entier donc

Donc

xnl) € Z. Or un produit et une somme de nombre

1
n+1
X +WEZ

La proposition P, est vraie. La suite de proposition (P,) est héréditaire.

1
e Conclusion : | Pour tout n >0, 2" + — € Z |
Jj”'H
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Exercice 219 (Probabilité)

Soit n € N*. Une entreprise dispose d’un lot de n feuilles numérotées 1,2, ..., n. Elle photocopie ces n
feuilles et veut agrafer chaque copie avec son original. Suite a un défaut informatique, la photocopieuse a
mélangé les n originaux et les n copies. L’entreprise place donc les n originaux et les n copies dans une
boite. Une personne est chargé du travail suivant : Elle pioche simultanément et au hasard 2 feuilles dans
la boite. S’il s’agit d'un original et de sa copie, elle les agrafe et les sort de la boite. Sinon elle les remet
dans la boite et recommence. On note A,, I'événement "A l'issue de la premiere pioche, le deux feuilles
piochées ne sont pas agrafées'.

Pour tirer une copie et son original il faut tirer une feuille quelconque puis tirer la copie ou 'original

correspondante (il y a une possibilité sur 2n — 1 feuilles restantes). Ainsi P(A,) = 1 X

m—1 on—1
donc

_2n—2

P(A,) = 51"

Exercice 220 (Limites)
1. On calcule cette limite en factorisant par 3,

1 2
lim 2° —In(z) +2= lim a° (1 _ Inle) + )

r—>+00 xr—>+00 ;p3 x3

Or, par croissances comparées,

On a donc

lim z* —In(z) + 2 = +oo0.

T—+00

2. En utilisant la quantité conjuguée, on a

, z? Y (Va2 +1+41)

11 —F——— = 111l

220 /22 +1 -1 220 (Va24+1-1) (Va2 +1+1)
(Va2 +1+1)

m
=0  g24+1-—1

A(Va?+141)
2

= lim
x—0 €T
:lin%)\/q:Q—i—l—l—l
T—
=2
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Exercice 221 (Systéme)

On utilise la méthode du pivot de Gauss pour résoudre le systeme :

1-Nzx+2y—2 = 0 r+y—2+Nz = 0
—2r— B34+ Ny+3z = 0 << 20—-B+Ny+32z = 0 L« Ls
r+y—2+N)z = 0 1-Nzx+2y—2z = 0
r+y—(24+ M)z 0
= —(14+Ny—(1+2\)z = 0 2L, + Ly — La
r+y—2+Nz = 0
< —(1+Ny—(1+2)\)z = 0
()\2+3>\)Z = 0 Ls—Lo— Lg

Ce systeme est de Cramer si et seulement si les pivots sont non

seulement si

M43 =0<=)A=0 ou \=—

et si
—(1+XN)=0<= X =-1
Il y a donc 3 cas possibles.

1. Si A e R\ {—-3,—1,0} : Dans ce cas, le systeme est de Cramer
est forcément (0, 0,0).

2. Si A =0, le systeme est équivalent a

nuls. Or les pivots sont nuls si et

3

et il n’a qu’une unique solution qui

r+y—2z = 0 r = 3z
—y—2 = 0 <=y = —z2
0 =0 0 =0
3z 3
L’ensemble des solutions du systéme est S = —z |,z€ R} =Vect -1
z 1
3. Si A = =3, le systéme est équivalent a
r+y+z = 0 v = 3z
20452 = 0 <=4 ¥ —gz
0 =0 0 =0
32 3
L’ensemble des solutions du systéme est § = -5z |,ze R} =Vect -5
2z 2
4. Si A = —1, le systéme est équivalent a
r+y+z = 0 r = —y
z = 0 << 2z =0
-2z =0 z =0
—y -1
L’ensemble des solutions du systéme est S = y |,yeR)="Vect 1
0 0
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Exercice 222 (Intégra‘le(sl))z

1l
1. La fonction z — est continue sur [1,2]. L’intégrale existe donc et

T
2

/12 Mdz = B In(x)?

X

1

In(2)3
3

3
est continue sur [0, 1] donc I'intégrale existe et

/1 v dt [11 (t4+1)]
[ f— —In
o t*+1 3

B In(2)
3

2. La fonction t - ———
tt+1
4

1

3. La fonction t — te!" est continue sur [01]. L’intégrale existe mais nous ne connaissons pas de primi-
u(t) =t*  (t) = et

tives de cette fonction. Nous procédons alors a une intégration par parties avec et!
u'(t) =4t w(t) = T

Les fonctions u et v sont de classe C!. On a donc

1 et 1 1
/t7et4dt:[ € ] —/ Bet dt
0 4 0 0

I
Bl o
|
N
B o
|
|
N———

Exercice 223 (Série)
1. En passant par les sommes partielles, on a pour tout n € N|

n5k n5k:

S
,;k! kz:%k!

k k
Or la série > ;> 7 est une série exponentielle convergente donc la série > ;- i est convergente et

+oo 5k
Z 7‘ = 65 —1
= k!
1 k+1 1 1 k—1 1 k—1 1
2. On a pour tout k € N, (4) =16 X (4) . Or la série Z k () est convergente car 1 < 1.

k>0
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k41
Donc la série Z k () est une série géométrique dérivée convergente et

k>0
+o0 1 k+1 1 +o0 1 k—1
Sh(y) =m2k(g)

k=0

3. On passe par les sommes partielles, pour tout n € N, on a

O G o M
= K = (k-1
gy 2
= (k—=1)!
n k
=>» (k—=1+41)
/; (k—1)!
=> (k—1) +
2 A
n 2k n—1 9j+1
= k—1 + 0+ :
zgz:%( )(k — 1! 2:(:] 7!
n 2k n—1 oj+1
= +0+
- T
n—2 2]4—2 n—1 2j+1
j=0 J j=0 J
—2 o -1
=42 22 o
j=0 J- =0 J
A k
Or la série Z — est une série exponentielle convergente donc la série 3, k*— est convergente

k!

o n!
donc

+o0 2k
Z k2= = 4e® + 2¢% = 662
Pt k!
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