ECE1

Correction Calculs E2 2020-2021

Correction Calculs du 15/03 au 21/03

Exercice 210 (Inéquations)
On cherche A faire un tableau de signe avec le premier polynéme et donc a factoriser 2® 4322 -3z —1.
On remarque que 1 est une racine évidente de ce polynéome. En posant par exemple la division
euclidienne, on a

2} 430 —3r — 1= (v —1)(2* + 4w +1)

On cherche alors le discriminant du polynéme x? + 4z + 1, A = 16 — 4 = 12. Ce polynéme a donc
deux racines :

—4 — /12 —4 12
V2 5 5 et e V2 5

i 2 2

Or /3 < 2 donc 21 < 25 < 1. On en déduit alors le tableau de signe suivant :

r —00 243 —2+3 1 +00
Signes de z — 1 — — -0 4+
Signe de 22 + 4z + 1 + 0 - 0 + 0 +
Signe de 23+ 322 -3z —1 -0 4+ 0 - 0 -+

L’ensemble des solutions de I'inéquation x® + 32? — 3z — 1 < 0 est donc
S =] —o00;—2—3]U[-2+3;1].
Pour cette inéquation, on va également chercher a faire un tableau de signe en factorisant ’expres-
sion. On transforme alors 'expression In(z)? + 31In(z) — 4 en un polyndéme en posant X = In(z). Et

I'on étudie X2 + 3X — 4. Le discriminant de ce polyndme est alors A = 25. Ce polynéme possede
donc deux solutions :

—3—5 —3+5
X1 = =—4 et X2 = + =
2 2

On a donc la factorisation suivante : X +3X — 4 = (X +4)(X — 1). Ainsi,

1

In(x)* +3In(z) — 4 < 0 <= (In(z) + 4)(In(z) —1) <0

On obtient alors le tableau de signe suivant

z 0 e 4 e +00
Signes de In(z) + 4 - 0 + +
Signe de In(z) — 1 - - 0 +
Signe de
1 In(z)? + 3In(x) — 4 + 0 = 0 4+

Donc S =Je % e].
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Exercice 211 (Récurrence)

1
Soit (u,,) la suite définie par ug = e et w1 =1+ 5 In(u,). On va montrer par récurrence les propositions

P, {u, € [1,€]}.

e Initialisation : On a uy = e donc P, est vraie.
e Hérédité : On suppose que la proposition P,, est vraie pour un certain rang n > 0.

1<u,<e=0<In(u,) <1
1
1
:>1§1—|—§ln(un <
:>1§un+1§€

La proposition P, est vraie. La suite de proposition (P,) est héréditaire.
e Conclusion : | Pour tout n >0, u, € [1,¢] |

1 1
La fonction f: 2z — 1+ 3 In(x) est dérivable sur [1,¢e] et sa dérivée est f'(z) = —. On a donc,

Vr € [l e, [f(z)] <

N | —

Or comme 1 € [1,¢e] et Vn € N, u,, € [1,¢], on a d’apres l'inégalité des accroissements finis, | f(u,)— f(1)| <
1
§|un — 1], c’est a dire

1

On va montrer par récurrence les propositions

P, {]un—l\ < 21”(6—1)}.

e Initialisation : On a ug = e donc |ug — 1| = (e — 1) et Py est vraie.

e Hérédité : On suppose que la proposition P, est vraie pour un certain rang n > 0. Or d’apres la
1 1

question précédente, |u, 1 — 1] < E\un — 1| et par hypothese de récurrence, |u, — 1| < 27(6 -1)

donc

1
i = 1] £ 55— 1)

La proposition P, est vraie. La suite de proposition (P,) est héréditaire.

1
e Conclusion : | Pour tout n >0, |u, — 1| < 2—”(6 —1) |

Exercice 212 (Sommes ) n
1. Légalité Y (a+ay) = a+ Y _ ay est fausse. On aurait & la place
k=1 k=1
Z(a—i—ak) = Zoz—i—Zak:nomLZak
k=1 k=1 k=1 k=1

n n
2. La formule Z aap = o Z ay est vraie.
k=1 k=1
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3. La formule Z ai + by, = Z ay + Z b; est vraie.

k=1 k=1 j=1
4. La formule » (ay)®* = (Z ak> est fausse.
k=1 k=1

Exercice 213 (Probabilité)

"Obtenir pile en langant une piece" est une épreuve de Bernoulli de probabilité de succes p. On répéte cette
épreuve de maniere identique et indépendante n fois. La variable aléatoire X,, compte alors le nombre de
succes obtenus. X, suit donc une loi binomiale de parameétre n et p. Ainsi

X, = B(n,p) EX,)=np et V(X,)=np(l-p)

Exercice 214 (Limites)
1. On factorise en haut et en bas par e (qui semble croitre le plus vite). On a donc

e+t (1+2+52) 14z bho

-1 e (1- 1) -
Or, par croissances comparées,
x
lim — =0
r—4o00 T
1 1
fm 2@ g, R@
z—+o0o e r—+oo er
On a donc
g 1
P +z + In(x) 1
T—+00 er —1
2. Par changement de variable X = ¢e”, on a
. e —_ef-2 . X?2-X-2
lim — = lim ———
z—1n(2) er — 2 X—=2 X =2

On cherche alors les racines du polynome X? — X — 2. On sait que 2 est une racine ainsi que —1
(on peut le vérifier par le calcul ou faire le discriminant). On a alors

2 _ et 9 X -2)(X+1
lim L:hm( JX +1)
z—In(2) e¥ — 2 X—2 X -2
= lim X +1

Exercice 215 (Systéme)
On utilise la méthode du pivot de Gauss pour résoudre le systeme :

B—=Nz + y = 0 — 3z + (1-XNy = 0
3t + 1-XNy = 0 - ANz + y = 0 Ly Ly

Jr + (I-XNy = 0
3y—3=N1-=XNy = 0 3Ly — (3= ALy — Lo

-
{3x+ (I-Ny = 0
=1

)
Ar =2y = 0
3z + -Ny = 0
4 Ny = 0
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Ce systeme est de Cramer si et seulement si les pivots sont non nuls. Or les pivots sont nuls si et seulement
si

AM4—=X)=0<=A=0 ou A=4
Il y a donc 3 cas possibles.

1. Si A € R\ {0,4} : Dans ce cas, le systeme est de Cramer et il n’a qu’une unique solution qui est
forcément (0,0).

2. Si A =0, le systeme est équivalent a

1
v + y = 0 r = —=y

1

L’ensemble des solutions du systeme est S = {( _1y/3y ) Y € ]R} = Vect (( ~1/3 ))

3. Si A =4, le systeme est équivalent a

3r — 3y = 0 r =y
(oo o

L’ensemble des solutions du systéme est S = {( z > Y € R} = Vect (( 1 >>

Exercice 216 (Intégralef)

1. La fonction z — —— est continue sur [1, e]. L’intégrale existe donc et
x

[ =2z = -3l
= —3In(e) + 3In(1)
—

2. La fonction z — In(z)

est continue sur [1,4] donc l'intégrale existe et

x
4] 1 4
/ n(x)dx = { ln(x)ﬂ
1 2 1
1 1
= 5 1n(4)2 — 5 1n<1)2
1
= S @m()’
= 21In(2)?
. ) 11 . . . L
3. La fonction z — — est continue sur [—2; 2] et cette fonction est impaire. Donc l'intégrale
x —

existe et

/2 9
=

1222 —1
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